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РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  

С РЕДКО ЗАПОЛНЕННОЙ МАТРИЦЕЙ КОЭФФИЦИЕНТОВ  

ПРИ НЕИЗВЕСТНЫХ ДЛЯ ЗАДАЧ ГИС ТРАНСПОРТА 

 

Описана оптимизация комплекса программ для персонального компьютера по решению линейных 

систем с симметричными, положительно определенными матрицами. Системы предполагаются раз-

ряженными. Задействована максимально доступная оперативная память. Максимально используется 

разреженность матрицы коэффициентов при неизвестных. 

Ключевые слова: разреженная матрица коэффициентов, метод Холесского. 

Optimization of a complex of programs for a personal computer by solving linear systems with symmetric, 

positive definite matrices is described. Systems are assumed to be discharged. The maximum available RAM and 

the maximum of the sparsity of the coefficient matrix at indeterminate are used. 
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Введение 

Современное развитие транспортной 

инфраструктуры тесно связано с геогра-

фическими информационными система-

ми. Такие системы содержат около 80 % 

всей информации о распределенных в 

пространстве объектах [4]. Благодаря 

этим системам, их ценность использова-

ния на транспорте является неоспоримым 

преимуществом в конкурентной борьбе 

среди государственных и коммерческих 

компаний, осуществляющих грузовые и 

пассажирские перевозки, за счет того, что 

удается оперативно решать различные 

транспортные задачи, связанные с плани-

рованием и оптимизацией маршрута сле-

дования. С учетом стремительно нарас-

тающего объема данных в ГИС обработка 

таких данных требует все больше вычис-

лительных ресурсов и объемов памяти. 

Не всегда и не у всех компаний имеется 

возможность бесконечного наращивания 

вычислительных мощностей.  

С учетом перехода многих организа-

ций на работу с мобильными приложени-

ями задача с быстрой обработкой боль-

ших данных при работе с ГИС становится 

часто трудновыполнимой.  
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Большинство решаемых задач в ГИС 

характеризуется тем, что число использу-

емых элементов во многих случаях не 

связано непосредственно друг с другом, 

из-за чего в матричных уравнениях, опи-

сывающих такие задачи, будет большое 

число нулевых элементов. Учет слабой 

заполненности матрицы коэффициентов 

при неизвестных дает возможность зна-

чительно сократить время решения и по-

высить порядок системы уравнений, к ко-

торой сводится реальная задача [3].  

Постановка задачи 

Огромные разрежённые матрицы ча-

сто возникают при решении таких задач, 

как дифференциальное уравнение в част-

ных производных. 

При хранении и преобразовании раз-

реженных матриц в компьютере бывает 

полезно, а часто и необходимо использо-

вать специальные алгоритмы и структуры 

данных, которые учитывают разрежен-

ную структуру матрицы. Операции и ал-

горитмы, применяемые для работы с 

обычными, плотными матрицами, приме-

нительно к большим разреженным мат-

рицам работают относительно медленно и 

требуют значительных объемов памяти. 

Однако разреженные матрицы могут быть 

легко сжаты путем записи только своих 

ненулевых элементов, что снижает требо-

вания к компьютерной памяти [5]. 

Многие алгоритмы, тривиальные для 

случая плотных матриц, в разреженном 

случае требуют более тщательного под-

хода. Во многих алгоритмах обработки 

разреженных матриц можно выделить два 

этапа – символический и численный. На 

символическом этапе формируется порт-

рет результирующей матрицы (то есть 

определяются места ненулевых элементов 

в структуре матрицы), на численном эта-

пе определяются значения ненулевых 

элементов результирующей матрицы. Для 

обработки разреженных матриц в данной 

работе будет рассмотрен соответствую-

щий алгоритм. 

Решение задачи 

Разработанный программный ком-

плекс реализует численный алгоритм, из-

вестный как метод Холесского, – симмет-

ричный вариант Гауссова исключения. 

Используются упорядочение минималь-

ной степени [1], компактная схема хране-

ния [2] и символическое разложение. 

Среди других методов, используемых 

для работы с разреженными матрицами, 

метод Холесского показал свою 

наибольшую эффективность. Исходная 

матрица коэффициентов представляется в 

виде двух массивов, первый содержит 

списки смежности, второй – указатели 

начала каждого списка. Такая структура 

появилась в результате машинного пред-

ставления графа матрицы коэффициентов 

при неизвестных. На рисунке 1 показана 

исходная матрица системы уравнений и 

ее граф. Символ * обозначает ненулевой 

элемент матрицы. Пустые клетки – нули. 

Для формирования структуры исходных 

данных (структуры смежности) понадобится 

таблица связей графа (см. таблицу). 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%83%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%B2_%D1%87%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%BD%D1%8B%D1%85_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D1%8B%D1%85
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D1%83%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_%D0%B2_%D1%87%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%BD%D1%8B%D1%85_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B8%D0%B7%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D1%8B%D1%85
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D1%8C%D1%8E%D1%82%D0%B5%D1%80
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BA%D1%82%D1%83%D1%80%D0%B0_%D0%B4%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D1%85
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D1%80%D1%83%D0%BA%D1%82%D1%83%D1%80%D0%B0_%D0%B4%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D1%85
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D1%8C%D1%8E%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D0%BF%D0%B0%D0%BC%D1%8F%D1%82%D1%8C
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Рисунок 1 – Матрица и ее помеченный граф 

 

Таблица – Связи графа 

 

Узел Его соседи 

1 2 4 - 

2 1 - - 

3 5 6 - 

4 1 5 - 

5 3 4 7 

6 3 7 - 

7 5 6 - 

 

 

 

 

Рисунок 2 – Структура смежности 

 

Прочерк в таблице показывает на от-

сутствие связи между узлами. Оконча-

тельный вид исходных данных представ-

лен на рисунке 2.  

В процессе разложения по схеме Хо-

лесского исходная матрица «А» пред-

ставляется в виде: A=LLT, где: L – нижняя 

треугольная матрица, LT – транспортиро-

ванная матрица «L». Матрица разложения 

«L» всегда содержит большее число 

ненулевых элементов, чем исходная мат-

рица «А». Для того чтобы уменьшить 

возникающее во время разложения запол-

нение матрицы «L», применяется алго-

ритм минимальной степени Rose [1].  

Главная идея алгоритма заключается в 

локальной минимизации заполнения и 

числа операций на каждом шаге исклю-
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чения за счет выбора главного элемента в 

тех строке и столбце, которые обеспечи-

вают внесение наименьшего числа нену-

левых элементов в треугольные множите-

ли. Результатом работы процедур, реали-

зующих алгоритм минимальной степени, 

является упорядочение исходного графа, 

которое хранится отдельным вектором. 

Для исходных данных из рисунка 1 этот 

вектор имеет вид: 

 

                 (1) 

 

Хотя алгоритм минимальной степени 

и дает возможность свести к минимуму 

заполнение матрицы «L», он не позволяет 

заранее оценить требуемый объем памя-

ти для ее хранения. Чтобы преодолеть 

эти трудности, в комплекс включена 

процедура символического разложения, 

позволяющая получить точную структу-

ру нулевых и ненулевых элементов мат-

рицы «L». Результат символического 

разложения исходной матрицы «А» с 

учетом вектора перестановок (1) пред-

ставлен на рисунке 3. 

Нетрудно заметить, что в матрице 

«L», балгодаря применению алгоритма 

минимальной степени, получилось всего 

на два элемента больше, чем в исходной 

матрице. В случае обычного рзложения 

по Холесскому матрица «L» получается 

полностью заполненной. 

В процессе работы программного 

комплекса применяется схема данных 

Шермана [2] (рисунок 4), 

предусматривающая хранение только 

логически ненулевых элементов 

факторизуемой матрицы.  

 

 

 

Рисунок 3 – Исходная матрица и ее разложение 
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Рисунок 4 – Схема хранения данных 

 

Следом за символическим разложени-

ем вызываются подпрограммы, выполня-

ющие численное разложение системы ли-

нейных уравнений, которая хранится 

компактной схемой. Используется алго-

ритм разложения в форме скалярных про-

изведений, адаптированной к способу 

хранения ненулевых элементов нижнего 

треугольника матрицы «А» по столбцам. 

После численного разложения решаются 

треугольные системы Ly=b и LTx=y. Для 

прямого хода используется форма внеш-

них произведений. В обратной подста-

новке корни системы уравнений вычис-

ляются посредством скалярных произве-

дений. Эта схема позволяет использовать 

разреженность решения «х». Если в нача-

ле i-го шага bi оказывается равным нулю, 

то xi – тоже нуль. В этом случае весь шаг 

пропускается. 
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