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ОЦЕНКИ ЧИСЕЛ ГИЛЬБЕРТА ОПЕРАТОРОВ ХАРДИ-СТЕКЛОВА 
 

В работе исследовано асимптотическое поведение чисел Гильберта интегральных операторов Хар-

ди-Стеклова, действующих в пространствах Лебега из 𝐿𝑝  в  𝐿𝑞 при  qp,1  на полуоси. 
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The article examines the asymptotic behavior of Hilbert numbers of Hardy-Steklov integral operators func-

tioning in Lebesgue spaces from 𝐿𝑝  𝑡𝑜   𝐿𝑞where  qp,1  is on the semiaxis. 
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В работе исследовано асимптотическое поведение чисел Гильберта интегральных опе-

раторов Харди-Стеклова, действующих в пространствах Лебега из 𝐿𝑝 в  𝐿𝑞 при  qp,1  

на полуоси. Оператор Харди-Стеклова 
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В настоящей статье рассматривается в слу-

чае, когда пределы интегрирования 𝜑(𝑥) и 

𝜓(𝑥) удовлетворяют следующим условиям: 

1) функции 𝜑(𝑥) и 𝜓(𝑥) дифферен-

цируемые и строго возрастают на (0, ∞); 

2) 𝜑(0) = 𝜓(0) = 0, 𝜑(𝑥) < 𝜓(𝑥) для 

𝑥 > 0, 𝜑(∞) = 𝜓(∞) = ∞. 
В статьях [1–2] ранее были получены 

результаты для аппроксимативных и эн-

тропийных чисел операторов Харди, ко-

торые будут использоваться для получе-

ния оценок на числа Гильберта. 

Пусть  YXB ,  – пространство всех 

линейных, ограниченных операторов дей-

ствующих из банахова пространства X  в 

банахово пространство Y . Энтропийные 

числа )(Ten , Nn , (e – числа) опера-

тора  YXBT , , определяются как 

точная нижняя грань множества всех чи-

сел 0 , для которых существуют эле-

менты Yyy m ,,1  , где  
12  nm  
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где  }1:{
XX xXxB единичный шар в X , а YB  – единичный шар в .Y  

Энтропийные числа обладают следующими свойствами: 

для операторов  YXBTS ,,   и  ZYBR ,  

(i)  ;0)()( 21  TeTeT  

(ii)    ;,),()()(1 NmnSeTeSTe mnmn                                                  (1) 

(iii)   .,),()()(1 NmnReTeRTe mnmn   

 

Энтропийные числа тесно связаны с аппроксимативными числами и числами Гильберта 

линейных ограниченных операторов.  

Приведем следующие определения: n -e аппроксимативное число оператора 

 YXBT ,  

 

  ,,,::inf)( NnnrankLYXLLTTa
YXn 


 

где )(dim LRrankL ; 

n -e число Гильберта оператора  YXBT ,  задается по формуле 

    .F,E,Y,BF,X,BE(FTE)a(T)h nn 11:sup 22    

 

Соотношения между указанными числами содержатся в следующей теореме. 

 

Теорема 1. [3, с. 184], [4, с. 294]. Пусть  X,YBT  . Тогда 
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(T),anC(T)en(ii) n
α

n
αn

α

n

supsup   для любого .0α  
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

 пространство Лебега всех измеримых функций 

с конечной нормой 
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Определим операторы )()(:   RLRLS qp  при  qp,1  

 

и )()(:   RLRLK qp  при  qp,1  
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где весовые функции 

)()(),()( 
  RLxvRLyu qp  и 

пределы интегрирования )(),( xx    

возрастающие дифференцируемые функ-

ции такие, что ,0)0(,0)0(    

)()( xx    для ),0( x  и 

 )()(  .  

Критерии об ограниченности и ком-

пактности операторов (2) и (3) содержатся 

в следующей теореме. 

 

Теорема 2. Пусть .1  qp  Тогда 
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причем .1)()(
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RLRL qp
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Оператор )()(:   RLRLS qp компактен в том и только в том случае, если 
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причем .2)()(
AK
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Оператор )()(:   RLRLK qp  компактен в том и только в том случае, если 
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кроме того, .1)()(
DS

RLRL qp
   

Оператор )()(:   RLRLS qp компактен в том и только в том случае, если 

1D . 

(b2) Если оператор K  ограничен из )(RLp

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кроме того, .2)()(
DK

RLRL qp
   

Оператор )()(:   RLRLK qp компактен в том и только в том случае,  

если 2D . 

 

Доказательство теоремы следует заменой переменных из известных результатов об 

ограниченности и компактности оператора Харди (см., например, [5, с. 41] § 1.3). 

Введем следующие обозначения: для интегрального оператора 

)()(:   RLRLS qp  пусть последовательность   Znn    задана формулой 
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где .
111

qpr



  

Аналогично, для интегрального оператора )()(:   RLRLK qp  зададим  

последовательность   Znn   следующим равенством 
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Теорема 3. Предположим, что весовые функции ),()(),()( 
  RLxvRLyu qp  

1 < p,q < , такие, что операторы )()(:   RLRLS qp  и )()(:   RLRLK qp  

определенные формулами (2), (3) компактны. 

(1) Пусть 
 Rba ),( ,  ,)(),( baJ    ,)(),( baI   
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Доказательство. Заменой переменной )(ty   получаем 

.)())(())(()()()()()(

0

)(

0

dtttftuxvdyyfyuxvxSf

xx

  



 

Отсюда следует, что оператор  S  является суперпозицией  

метрического изоморфизма 
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где .)]([))(()( /1 pttutu    В силу свойств е – чисел (1) имеем 

)()(  nn eSe , а также )()( 1 See nn  
.  

Поскольку ,11 





pp
pp LLLL

 то )()(  nn eSe .  

Поэтому, используя результаты [2, с. 36] (теоремы 4.6, 4.10),  
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Далее рассмотрим интегральный оператор Харди-Стеклова )()(:   RLRLH qp  с 

переменной областью интегрирования вида 

)4(.)()()()(

)(

)(



x

x

dyyfyuxvxНf





 

Для исследований асимптотики е-чисел и чисел Гильберта оператора (4) построим  

специальное разбиение полуоси   
к

к ,,0   где иkk ],[ 1   

],[ 1 kkk   определяются для Zk  следующим образом: 
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),1(),1(,1 100   ,),1()( 1
1 Zkк

к  
    

.,)( 11 Zkk
k      

Используя асимптотические оценки аппроксимативных чисел оператора (4),  

полученные в работе [1, с. 180], оценки теоремы 1 (ii),  

получаем оценки для энтропийных чисел и чисел Гильберта оператора Харди-Стеклова 

H с переменными пределами интегрирования. 

Пусть последовательности     knkknk и  ,,    

заданы следующими соотношениями: 
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Определим 
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Теорема 4. Пусть 1 < p < , оператор )()(:   RLRLH pp  компактен и 

 

k n
nk ,, ., 

k n
nk  Тогда выполняются следующие оценки: 
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где )(),( 1 pCpC  – некоторые положительные константы, зависящие только от p. 

Используя теорему 1 и результаты [3, с. 194], получаем оценки чисел Гильберта для 

диагональных операторов. 

Следствие 2. Пусть диагональный оператор )()(: 22
  RRD   таков, что 

),()( nnnD    и 0...321   . Тогда 
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где   – некоторая положительная константа. 
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